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Uitwerkingen    wi  vwo  B  H6  
Goniometrische formules
1.


a.
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 ( OQ = cos 65º ≈ 0,42

b.
De coördinaten van P zijn (0,42 ; 0,91).

c.
( POQ = 180º - 115º = 65º  Nu geldt : PQ = 0,91 en  OQ = 0,42   
 De coördinaten van P zijn nu : P (-0,42 ; 0,91)

d.
Met GR :  cos 115º ≈ -0,42     en    sin 115º ≈ 0,91  ( cos 115º = xP  en   sin 115º = yp


2.

a.
sin 0º = 0 

e.
sin 270º = -1


i.
sin 450º = 1

b.
cos 0º = 1

f.
cos 270( = 0


j.
cos (-90º) = 0

c.
sin 90º = 1

g.
sin 360º = 0


k.
sin (-540º) = 0
d.
cos 90º = 0

h.
cos 360º = 1


l.
cos (-180º) = -1
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a.
sin 210º = -sin 30º = 
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e.
sin 300º = - sin 60º = 
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b.
cos 210º = -cos 30º = 
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f.
cos 300º = cos 60º = 
[image: image6.wmf]1
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c.
sin (-135º) = - sin 45º = 
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d.
cos (-135º) = - cos 45º = 
[image: image8.wmf]1
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4.

a.
Zelf nagaan met je GR.

b.
xP = cos 110º ≈ -0,34  en yP = sin 110º ≈ 0,94  ( P(-0,34 ; 0,94)


xQ = cos 200º ≈ -0,94  en  yQ = sin 200º ≈ -0,34  (  Q(-0,94 ; -0,34)


xR = cos (-102º) ≈ -0,21  en  yR = sin (-102º) ≈ -0,98  ( R(-0,21 ; -0,98)


xS = cos (-50º) ≈ 0,64  en  yS = sin (-50º) ≈ -0,77  ( S(0,64 ; -0,77)

5.
5 bogen met gelijke lengte  ( de middelpuntshoek bij iedere boog is dan : 
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Verder is de straal nu 2 waardoor zowel de x-coördinaten als de y-coördinaten twee keer zo groot zijn als bij de eenheidscirkel. We krijgen nu dus :
xB = 2.cos (72º) ≈ 0,62  en  yB = 2.sin (72º) ≈ 1,90  ( B(0,62 ; 1,90)


xC = 2.cos (144º) ≈ -1,62  en  yC = 2.sin (144º) ≈ 1,18  ( C(-1,62 ; 1,18)


Nu kunnen we de coördinaten van de punten D en E direct aflezen uit de symmetrie.


( D(-1,62 ; -1,18)  en  E(0,62 ; -1,90)

6.


a.
Omtrek eenheidscirkel is  : 2(r = 2(.1 = 2(.
b.
Als α = 90(  dan is de lengte van de boog een kwart van de lengte van de omtrek en dus 
0,25 . 2( = 0,5(.

c.
Bij α = 180( zijn we halverwege de booglengte is dan 0,5 . 2( = (.

d.
Als de lengte van de boog 1,5 ( is dan hebben we driekwart van de omtrek. De middelpuntshoek is dan dus 270(.
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a.
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c.
2π rad = 2.180º = 360º


g.
-2
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d.
2 rad = 
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h.
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8.


a.
360º = 2.π rad




e.
90º = 
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b.
30º = 
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6

.180

º = 
[image: image20.wmf]1

6

π rad


f.
135º = 
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180º = 
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c.
45º = 
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g.
300º = 
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d.
60º = 
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h.
210º = 
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a.
10( = 
[image: image33.wmf]18
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 rad.
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b.
57,3(  = 
[image: image34.wmf]57,3
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c.
1030( = 
[image: image35.wmf]1030.
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d.
90( = 0,5( rad ( 1,57 rad.
10.


a.
cos(
[image: image36.wmf]5
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π) ≈ -0,38

b.
cos(
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c.
sin (
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π) ≈ 0,59

d.
sin (
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e.
cos (7,6π) ≈ 0,31
d.
cos (7,6) ≈ 0,25

11.


a.
5 is de afgelegde booglengte ( de hoek is dus 5 rad ( 
xp = cos (5) ≈ 0,28  en yP = sin (5) ≈ -0,96  ( P( 0,28 ; -0,96)

b.
xp = cos (6) ≈ 0,96  en yP = sin (6) ≈ -0,28  ( P( 0,96 ; -0,28)

c.
xp = cos (20) ≈ 0,41  en yP = sin (20) ≈ 0,91  ( P( 0,41 ; 0,91)

12.


a.
cos (
[image: image40.wmf]1
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π) = cos (30º) = 
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b.
sin (
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13.

a.
sin (
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c.
sin (1
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e.
cos (1
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b.
cos (
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d.
cos (
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f.
sin (-
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14.

a.
sin (α) = 
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b.
cos(α) = -
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  (  α = 
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sin (α) = -
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  (  α = 
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cos (α) = 0  (  α = 
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  (  α = 
[image: image68.wmf]1

6

π  (  α = 1
[image: image69.wmf]5

6

π

f.
cos (α) = 
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  (  α = 
[image: image71.wmf]1

4

π  ( α = 
[image: image72.wmf]7

4

π

15.
0,5( ; 1,5( ; 2,5( ; 3,5( ……  en ook  -0,5( ; -1,5( ; -2,5( ; …..
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a.
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b.
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c.
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a.
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2x = 0,5( + k.2( ( 2x = -0,5( + k.2( (  x = 0,25( + k.( ( x = -0,25( + k.(.

b.
… -2,25( ; -1,25( ; -0,25( ; 0,75( ; 1,75( ; 2,75( ; …..


c.
De oplossingen uit onderdeel b vullen elkaar aan en zijn aan te vullen tot 1 algemene oplossing : x = 0,25( + k.0,5(.

18.

a.
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Totale oplossing :  x = 
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 ( 
2x – 0,25( = 0,5( + k.2( ( 2x – 0,25( = 1,5( + k.2( ( 
2x = 0,75( + k2(  ( 2x = 1,75 + k.2(  ( x = 0,375( + k( ( x = 0,875( + k.( ( 
Totale oplossing : x = 0,375( + k.0,5(.

c.
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x = k.( ( x =  0,5( + k.2( ( x = 1,5( + k.2(   ( Totale oplossing : x = 0,5( + k.0,5(.
d.
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( 2x = 0,5( + k.( ( 2x = 0 + k.2( ( 2x = ( + k.2(  ( 
x = 0,25( + k.0,5( ( x = k.(  ( x = 0,5( + k.(  ( x = k.0,25(
19.
a.
sin(4x - 
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[image: image92.wmf]1
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b.
cos(4(x) = -1 ( 4(x = ( + k.2( ( x = 
[image: image93.wmf]1

4

 + k.
[image: image94.wmf]1
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c.
sin2(0,25(x) = 1 ( sin(0,25(x) = 1 ( sin(0,25(x) = -1 ( 
0,25(x = 0,5( + k.2( ( 0,25(x = 1,5( + k.2( ( 
x = 2 + k.8  (  x = 6 + k.8 
d.
sin(2x) .cos(2x) + sin(2x) = 0  ( sin(2x) .(cos(2x) + 1 ) = 0 ( 
sin(2x) = 0 ( cos(2x) = -1 ( 2x = 0 + k.( ( 2x = ( + k.2( ( 
x = k.0,5(  ( x = 0,5( + k.(  ( x = k. 0,5(
20.
sin(x) = 0,5
a.
x = 
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2
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x = 
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a.
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b.
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c.
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d.
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22.

a.
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d.
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23.
a b en c.
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d.
De snijpunten van de lijn y = x en de lijn y = -x   liggen op de eenheidscirkel en hebben de coördinaten 
(
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d.
4sin3(x) – sin(x) = 0 ( sin(x).(4sin2(x) – 1 ) = 0 ( sin(x) = 0 ( 4.sin2(x) = 1 ( 
sin(x) = 0 ( sin2(x) = 0,25 ( sin(x) = 0 ( sin(x) = 0,5 ( sin(x) = -0,5 ( 
x = 0 + k.( ( x = 
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D = (-1)2 – 4.2.(-1) = 9 ( 
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cos(x) = 1 ( cos(x) = -
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sin(
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d.
2.cos2 (0,1(x) + cos(0,1(x) = 1  Stel  cos(0,1(x) = q ( 2q2 + q – 1 = 0 ( 
 D = 1 – 4.2.(-1) = 9 ( 
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cos(0,1(x) = 0,5 ( cos(0,1(x ) = -1 ( cos(0,1(x) = cos(
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26.
sin(x) = 0,6
a.
Als x = 0,775 + k.2(  een verzameling oplossingen zijn dan moet x = ( - 0,775 = 2,366 + k.2( ook een verzameling oplossingen zijn.

b.
cos(x) = 0,8  ( cos(x) ( cos(0,644)  ( 
x ( 0,644 + k.2(  ( x ( - 0,644 + k.2(.
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28.

a.
2sin(1,75x) = 1,4 ( sin(1,75x) = 0,7 ( sin(1,75x) = sin(0,775) ( 
1,75x = 0,775 + k.2( ( 1,75x = ( - 0,775 + k.2( ( 
x  ( 0,443 + k.
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b.
cos2(0,95x) = 0,86 ( cos(0,95x) = 0,927 ( cos(0,95x) = -0,927 ( 
cos(0,95x) = cos(0,383)  ( cos(0,95x) = cos(2,758) ( 
0,95x ( 0,393 + k.2( ( 0,95x = -0,393 + 2k( ( 0,95x = 2,758 + k.2( ( 0,95x = -2,758 + k.2( (  x = 0,414 + k.6,614 ( x ( -0,414 + k.6,614 ( x ( 2,903 + k.6,614 ( x ( -2,903 + k.6,614 ( x ( 0,414 ( x ( 6,2 ( x ( 2,903 ( x ( 3,711
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a.
sin(3x) = sin
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c.
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31.
a.
sin(2x - 
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b.
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32.
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f(
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De toppen zijn : (-1
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d.
De snijpunten met de x-as zijn : (-2π , 0) ; (-π , 0) ; (0 ,0)  ; (π , 0) en (2π , 0)
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33.

a.

b.
De vijf toppen zijn : (-2π , 1) ; (-π , -1) ; (0 , 1) ; (π , -1) en (2π , 1)

c.
De exacte nulpunten zijn : -1,5π ; -0,5π ; 0,5π  en  1,5π .
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De evenwichtsstand is 2.

b.
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De amplitude van k is 4.

35.
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a.
Zie figuur

b.
f  heeft de periode π.

c.
De periode van g(x) = sin(
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Ev. stand is a.
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Amplitude is de positieve waarde van b.
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De periode is 
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Het beginpunt is nu (d , 1) 
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ook kan: 
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ev. stand  5 ;  amplitude is 1,2  ; periode is 2π  en beginpunt is  (
[image: image225.wmf]1

6

π ; 6,2)

b.

[image: image226.wmf](

)

111

553

1

,5

3

(;0,4)

sinsin()()0,4sin()

yas

V

T

xxgxx

p

p

-

-

¾¾¾¾®¾¾¾¾¾¾®=++



ev. stand  0,4 ;  amplitude is 1  ; periode is 10π  en beginpunt is  (-
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ev. stand  0 ;  amplitude is 0,29  ; periode is 
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ev. stand  -0,8 ;  amplitude is 2  ; periode is 
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π    en beginpunt is  (
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40a.
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41.
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a.
ev. st.  -0,5 ; periode 2( en de translatie is (0,25( ; -0,5)
b.
Het eerste punt is (
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c.
De toppen krijg je midden tussen de snijpunten met de ev. as  (
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d.
Snijpunt met de x-as :  
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e.
Eerst de snijpunten van f  met de lijn y = -1  ( 
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42.
Gegeven f(x) = ( 1 + 2sin(x) (  op het domein  Df = [0 , 2(].


Eerst de snijpunten met de lijn  y = 2  ( (1 + 2sin(x)( = 2 ( 
1 + 2sin(x) = 2 ( 1 + 2sin(x) = -2 ( 2sin(x) = 1 ( 2sin(x) = -3 (kan niet) ( 
sin(x) = 0,5  ( x = 
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  Nu aflezen uit de schets van het boek : 
f(x) ( 2 ( 
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43
Gegeven f(x) = (1 + 3sin(2x) ( op het domein  Df = [0 , 2(].
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Zie de plot van de GR

b.
De periode is π. De toppen liggen bij 
x = 
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De punten met een horizontale raaklijn zijn :
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44.
f(x) = 2 + 3sin(x)  en g(x) = 2 – 3sin(x).
Domein [0 , 2(]
[image: image332.png]T1=abs(1+E5inzR1d
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a.
De grafiek van f gaat vanaf het punt (0,2) om hoog en de grafiek van g gaat vanaf (0,2) omlaag.

b.
Beide grafieken hebben de amplitude 3.

45.

f(x) = -2 + 3.sin(3x + π)   met domein [0 , 2π]


a.
f(x) = -2 
[image: image266.wmf](
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  (  
ev. stand is -2 ; amplitude is 3 ; periode is 
[image: image267.wmf]2

3

π  en  beginpunt is (-
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b.
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   met domein [0 , 2π]
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ev. stand is 1 ; amplitude is 2 ; periode is 2π/2 = π  en  beginpunt is (
[image: image270.wmf]1

3

p

, 1)   ;   spiegeling.

46.


a.

[image: image271.wmf]1
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   met domein [-π , π]


ev. stand is 1 ; amplitude is 3 ; periode is 2π/2 = π  en  beginpunt is (-
[image: image272.wmf]1
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, 4) ; geen spiegeling
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b.
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  met domein  [0 , 3π]


ev. stand is 2 ; amplitude is 1 ; periode is  2π  en  beginpunt is (
[image: image274.wmf]1
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47.
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  met domein [0 , 10]


ev. stand is 5 ; amplitude is 3 ; periode is  
[image: image276.wmf]1
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  en  beginpunt is (0 , 5) ;   spiegeling
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48.
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   met domein [0 , 6]


ev. stand is 3 ; amplitude is 4 ; periode is  
[image: image278.wmf]2
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  en  beginpunt is (0 , -1) ;   spiegeling
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49.

[image: image279.wmf](
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    met domein  [0 , 6] 


ev. stand is 40 ; amplitude is 25 ; periode is  
[image: image280.wmf]2

2

p
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  en  beginpunt is (1,5 ; 40) ;  geen spiegeling

Voer in : y1 = 40 + 25.sin(π(x – 1,5))  en y2 = 30    Met intersect vinden we :
x ≈ 0,63 ( x ≈ 1,37  
De x-coördinaten liggen de periode 2 verder ( x ≈ 2,63 ( x ≈ 3,37 ( x ≈ 4,63 ( x ≈ 5,37
De grafiek van A moet onder de lijn y = 30 liggen. We lezen nu af uit de grafiek : 
0,63 < t < 1,37  (  2,63 < t < 3,37  (  4,63 < t < 5,37

c.
We vinden de helling in bijvoorbeeld het punt (1,5 ; 40)  door de optie  dy/dx  uit het calc-menu  (   dy/dx bij  x = 1,5 geeft 78,5  ( 
[image: image281.wmf]1,5
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≈ 78,5  ( 
de grootste helling is ongeveer  78,5.

50.
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   met  domein  [0 , 10]

a.
ev. stand is 3,5 ; amplitude is 1,5 ; periode is  
[image: image283.wmf]2
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  en  beginpunt is (0,5 ; 5) ;  geen spiegeling
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b.
Voer in: y1 = 1.5cos(
[image: image284.wmf](
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  en y2 = 4   Met de optie intersect vinden we :
x ≈ 1,09  ( x ≈ 2,91   De periode is 3  ( de x-coördinaten van de snijpunten zijn nu dus :
x ≈ 4,09 ( x ≈ 5,91  (  x ≈ 7,09 ( x ≈ 8,91  Nu moeten we het gedeelte van de grafiek van N hebben dat boven de lijn N = 4 ligt  . Nu aflezen ( 
0 ≤ t < 1,09  (  2,91 < t < 4,09  (  5,91 < t < 7,09  (  8,91 < t ≤ 10

c.
Snijpunt met de verticale as is bij x = 0 . Met de optie dy/dx uit het calc-menu vinden we :

[image: image285.wmf]0
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≈ 2,72  ( 
[image: image286.wmf]0
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≈ 2,72  ( de helling is dus ongeveer 2,72.

d.
De grootste helling krijgen we op de snijpunten met de evenwichtsas . 


Die vinden we vanaf het beginpunt t = 0,5  driekwart periode naar rechts te gaan ( 
t = 0,5 + 0,75.3 = 
[image: image287.wmf]9
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  Met de optie dy/dx  bij t = 
[image: image288.wmf]11

4

 vinden we 
dy/dx ≈ 3,1  ( De grootste helling is dus ongeveer 3,1.

51.



Figuur a heeft ev. st. van -0,5 . Het is een sinus met amplitude 1 en periode (. ( 
j(x) = sin(2x) – 0,5


Figuur b heeft ev. st. van 0 en periode ( en amplitude 1,5 ( f(x) = 1,5.sin(2x).


Figuur c heeft amplitude 1,5 en periode 2( en ev. st. 1 ( g(x) = 1,5sin(x) + 1..


Figuur d heeft de ev. st. 0 en amplitude 2  en periode is 4/3(  ( h(x) = 2sin(1,5x).
52.
a.
 
[image: image289.wmf](
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  en b  > 0    Met aflezen vinden we:
evenwichtsstand : 0,5.(max. + min.) = 0,5 .(51 + -11) = 20  (  a = 20
amplitude is : max. – evenwichtsstand = 51 – 20 = 31 ( b = 31
c  = 
[image: image290.wmf]22
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d = 0 want het beginpunt is (0,20) en er is geen spiegeling.  ( 
[image: image291.wmf](
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b.
Nu moeten we hebben b < 0  ( we hebben dus nu een verschuiving en een spiegeling.
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  Aflezen ( 
a  = 20 en c = 
[image: image293.wmf]25
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 zijn hetzelfde ;  Nu beginpunt (25 , 20) en een spiegeling ( d = 25
Spiegeling ( b = -31  ( 
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c.
Nu uitgaan van 
[image: image295.wmf](

)

.cos()

yabcxd

=+-

  en b > 0  aflezen ( 
 a  = 20 en c = 
[image: image296.wmf]25
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 zijn hetzelfde ; b = 31  net als in onderdeel a.
Nu is het beginpunt (12 , 51)  en geen spiegeling ( d = 12  ( 
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d.
Nu uitgaan van 
[image: image298.wmf](
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 en b < 0  aflezen ( 
a = 20  en c  = 
[image: image299.wmf]25
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 dus weer hetzelfde   en beginpunt is nu (37 , -11)  en er is een spiegeling ( 
b  = -31  en d = 37  ( 
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53.


a.
Stel 
[image: image301.wmf](

)
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  Aflezen  ( 
evenwichtsstand = 0,5.(100 + -220) = -60 ( a = -60
amplitude is  100 – (-60) = 160  ( b = 160 
We gaan uit van geen spiegeling  en neem het beginpunt (4 , -60) ( d = 4
periode gaat van 2,3 naar 9,1 ( periode is 6,8 ( 
[image: image302.wmf]2
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  ( 
De vergelijking wordt dus : 
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b.
Stel 
[image: image304.wmf](

)

.cos()

yabcxd

=+-

  Aflezen  ( 
evenwichtsstand = 0,5.(100 + -220) = -60 ( a = -60   dus hetzelfde
amplitude is  100 – (-60) = 160  ( b = 160 
We gaan uit van geen spiegeling  en neem het beginpunt (5,7 ; 100) ( d = 5,7
periode gaat van 2,3 naar 9,1 ( periode is 6,8 ( 
[image: image305.wmf]2
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De vergelijking wordt dus : 
[image: image306.wmf](

)

2

6,8

60160.cos(5,7)

yt

p

=-+-


54.
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   en   g(x) = -1 + 
[image: image308.wmf]1

3

3.sin()

x

p

-

    met domein  [0 , 2π]
f:  evenwichtsstand 1 ; amplitude 2  en periode 2π  en beginpunt (0 , 1) geen spiegeling.
g: evenwichtsstand -1 ; amplitude 3  en periode 2π  en beginpunt (
[image: image309.wmf]1

3

p

 , 1) geen spiegeling


b.
Eerst de snijpunten: 
Voer in : y 1 = 
[image: image310.wmf]12sin()
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en y2 = -1 + 3sin(x - 
[image: image311.wmf]1

3

π) 
Met de optie intersect vinden we :
x ≈ 2,62  (  x ≈ 4,05 
Nu aflezen uit de grafieken 
f(x) > g(x)  (
0 ≤ x < 2,62  (  4,05 < x ≤ 2π

c. 
De perioden zijn gelijk aan 2(. De periode van de somgrafiek is dus ook 2( en de evenwichtsstanden zijn tegengesteld dus is de evenwichtsstand bij de somgrafiek gelijk aan 0.

d.
Voer in y3 = y1 + y2   met window [0 , 2π] X [-5 , 6] 
De evenwichtsstand is 0 en de periode blijft 2π. 
Ga uit van s(x) = bsin (x – d)   Met de optie maximum vinden we een maximum van ongeveer  4,36 (  b ≈ 4,36  . Met de optie zero vinden we het beginpunt van ongeveer 0,64  ( d ≈ 0,64 (  de vergelijking wordt dus: s(x) = 4,36.sin(x – 0,64)

55.
f(x) = -3 + 2cos(x)  en  g(x) = cos(x - 
[image: image312.wmf]1

4

π) -2

a.
Stel s(x) = f(x) + g(x)  . De totale periode blijft 2π  en de evenwichtsstand  wordt -3 -2 = -5 
Voer in : y1 = -3 + 2cos (x)  en  y2 = cos(x - 
[image: image313.wmf]1

4

π) – 2  en y3 = y1 + y2    met window 
[0 , 2π ] X [-10 , 1]   Met de optie maximum vinden we maximum van ongeveer -2,2 bij 
x ≈ 0,26 . Het moet een cosinus zijn dus is dit tevens het beginpunt ; 
Stel s(x) = a + bcos (c(x – d) )    evenwichtsstand is -5 ( a  = -5 ;  amplitude is  
(-2,2) –(-5) ≈ 2,80  ( b ≈ 2,80  ; de periode is 2π ( c = 1  en het beginpunt is bij x ≈ 0,26 ( 
d ≈ 0,26   ( de vergelijking wordt : s(x) = -5 + 2,80.cos(x – 0,26)

b.
Stel de verschilfunctie is : v(x) = f(x) – g(x)  en stel v(x) = a + bsin (c(x – d) )    
De evenwichtsstand is (-3) – (-2) = -1 (  a ≈ -1 

Voer nu in y4 = y1 - y2   en window  [0 , 2π] X [-3 , 3]
De periode blijft 2π (  c = 1 ;  met de optie maximum vinden we  x ≈ 5,78 en het maximum van ongeveer 0,47    ( de amplitude is ongeveer 0,47 – (-1) = 1,47  ( b ≈ 1,47 
Nu moeten we nog het beginpunt vinden .  We snijden namelijk de evenwichtsas y = -1 met de functie v(x) (Voer ook nog in : y5 = -1  en met intersect vinden we het beginpunt  bij 
x ≈ 4,21 . v moet wel gaan stijgen bij het beginpunt (  d ≈ 4,21  ( 
De vergelijking wordt :  v (x) = -1 + 1,47.sin (x – 4,21)

56.
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a.
evenwichtsstand is 21,5 ; amplitude is 6,5  ; de periode is 
[image: image315.wmf]1
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= 12 ; beginpunt is (4 ; 21,5) en er is geen spiegeling.   ( 


b.
Voer in : y1 = 
[image: image316.wmf](
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  en y2 = 25 en window [0 , 14] X [0 , 35] 
 Met de optie intersect vinden we de snijpunten bij x ≈ 5,09 en x ≈ 8,91 ( Boven de 25ºC als de grafiek van T boven de lijn T = 25 ligt. 

Aflezen geeft nu een tijdsverschil van ongeveer 8,91 – 5,09 ≈ 3,82 Dit zijn maanden  ( in dagen zijn dat 3,82 . 30 ≈ 115 dagen

c.
De sterkste stijging krijgen we bij het beginpunt op de evenwichtsstand  ( bij x = 4 
de optie dy/dx  met x = 4 geeft : 
[image: image317.wmf]4
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≈ 3,40 ºC/maand  ( per dag wordt dit dus:



[image: image318.wmf]3,40
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 ≈ 0,1 ºC/dag

d.
W = a + bsin
[image: image319.wmf](
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periode is 12 ( 
[image: image320.wmf]1
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 = c  ;  evenwichtsstand is 17,5 ( a = 17,5  
De amplitude is 17,5 – min = 17,5 – 15 = 2,5  ( b = 2,5.
Het beginpunt komt een kwart periode na het minimum te liggen op de evenwichtsstand .
1 maart ( t  = 2  dus het beginpunt is bij t = 2 + 0,25 . 12 = 5  ( d = 5 (
De vergelijking wordt nu : 
[image: image321.wmf](
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